1 Dirichlet priors

Riesime nasledovny problém. Je pred nami nezname vrece, ktoré obsahuje gulicky K farieb. NV
krat sme vybrali gulicku, zapisali sme si farbu a vlozili sme ju naspif. Chceli by sme odhadnif
aké je rozdelenie farieb vo vreci.

Prvych niekolko sekcii je len definovanie potrebnych pojmov a oznadeni (multinomicka distri-
bucia, Dirichletova distribiicia a aposteriérna pravdepodobnostné distribticia). V mieste prvého
zavedenia je na okraji riadku zopakované oznacenie, takze sa da Tahko vyhladat.

1.1 Multinomicka distribticia

Méme vrece, v ktorom je nekoneéne vela farebnych gulic¢iek. Je K druhov farieb. Rozdelenie farieb

vo vreci je dané vektorom
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N krat opakujeme nasledovny postup: Vyberieme gulicku, zapiSeme si jej farbu a vratime ju
naspét. Na konci sa pozrieme, zratame pocet guli¢iek kazdej farby, ktoré sme videli. Dostaneme
vektor n = (ny,ng, ..., nK),n; > O,Zfil n; = N.

Rozdelenie, ktoré pre dané n charakterizuje pravdepodobnosti vysledkov tohto pokusu (vekto-

rov n) sa vold multinomické rozdelenie. Je definované nasledovne:
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Vsimnite si, ze vyraz N!/ Hfil n;! nezavisi od 6. My ho budeme oznacovat 1/M(n) .

S multinomickou distribticiou by sme uz mohli zobrat data a najst vektor 0™’ ktory maxi-
malizuje Pr(n | M1). Tento vektor je ML = n;/N. Ak mame mélo dat (N je malé), a pravde-
podobnost vytiahnutia farby k je mald, tak sa moze stat, Ze gulicku farby k nevytiahneme a teda
0r = 0, ¢o nie je zrovna dobry odhad.

Vieme to opravit pridanim fiktivne merania, napriklad kazdé n; zvysime o 1 (alebo o iné, nie
nutne celé &islo). Takymto fiktivnym meraniam budeme hovorit pseudomerania. Co ak ale vieme
nieco viac o farbach vo vreci? Napriklad ak vieme, Ze guli¢iek s farbou ¢islo 1 je vo vreci dva krat
toko ako guli¢iek s farbou ¢islo 27

1.2 Dirichletova distribtiicia

Dirichletova distribucia je definovana nasledovne.
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kde Z(n) je normalizaény vyraz,
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kde I'(z) je gamma funkcia, ktord je definovand ako I'(z) = fooo t*=le~tdt. Je to zovieobecneny
faktorial, pre realne ¢isla spliia nasledovnii vlastnost, ktort budeme neskor potrebovat: T'(z+1) =
2l (z) .
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Napriek tomu, Ze vyrazy Z(n) a M(n) vyzeraji podobne tak nie st rovnaké ani ked n; si celé
¢isla.

1.3 Aposteriorna pravdepodobnostna distribacia

Méame model M, data D a parametre modelu 6. Pozorujeme data D, ale nevieme parametre modelu
6. Vieme distribtciu Pr(D | 8, M). Z Bayesovho vztahu vieme vypocitat distribticiu parametrov:

Pr(D | 6, M) Pr(0 | M)

Pr(0 | D, M) = PO 30)

Potrebujeme nejako vhodne zvolit distribaciu Pr(6 | M), ¢o je distriblcia parametrov v nasom
modeli. To je nasa apriérna informéacia (prior knowledge).

1.4 Dirichletove pseudomerania

Méme vrece s K > 2 farebnymi gulickami. Nevieme aké je rozdelenie farieb 6 = (61,...,0x),0 <
0; <1, Zfil 6; = 1 vo vreci z ktorého tahame, ale mame nejaky ,odhad” o = (a1, ...,ax),a; > 0.
Z vreca sme vytiahli N guli¢iek a dostali sme pozorovanie n = (nq,...,ng), N = Zf{zl M.

Vypocitame aposteriérnu distribticiu k multinomickej distribtucii s apriérnou informéciou, Ze
rozdelenie farieb vo vreci 6 sa sprava podla Dirichletovej distribticie s parametrom a:
Pr(n | 0)D( | «)

Pr(n| «)

Pr(f | n,a)=

Pr(n | 0) je multinomické distribucia (« sme odtial vynechali, lebo nemd vplyv na vysledok),
D je Dirichletova distribicia a Pr(n | «) ndm neskor vypadne. Dosadime a dostaneme:
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Posledné dva kroky sa zaujimavé. Prvy je len substittcia ¢itatela za Dirichletovu distribticiu
vynésobent normalizaénym vyrazom Z(n + «). Druhy krok vyplyva z toho, Ze Pr(6 | n,«a) aj
D(0 | n + ) st dobre definované distribticie nad 6 a preto sa ostatné vyrazy (ktoré od 6 zavidia)
navzajom vyrusia.

Ako vidime, zobrali sme multinomicki distribticiu, spravili sme jej aposteriérnu distribdciu s
Dirichletovou distribiiciou ako apriérnou informéciou a dostali sme Dirichletovu distribiciu. Preto
hovorime, ze Dirichletova distribicia je konjugovana k multinomickej distribucii.

Teraz potrebujeme odvodit vhodné 6. Mohli by sme vybrat mohli by sme vybrat tie, ktoré
dévaji maximélnu pravdepodobnost:

oML = argmax{D(0 | n + a)}
0

Tie parametre nevieme vypocitat exaktne, ale mozeme ich vypodcitat pomocou numerickych me-
téd. Preto namiesto 0™ vypocitame 07ME (posterior mean estimator), teda strednti hodnotu
parametrov 6. Pre niektoré distribucie st parametre 8% a §PME roynaké, ale pre Dirichletovu
distribticiu to neplati.
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kde 6; je vektor, ktory ma j-ty prvok jednotku a ostatné prvku ma nulové. Posledné rovnost bola

dosiahnuté preto, lebo ak nam stucin absorbuje §;, tak dostaneme presne definiciu normaliza¢ného
vyrazu z Dirichletovej distribucie. Rozpisanim vyrazu Z(x) a Gpravami dostaneme:
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Pri odvodeni sme pouzili fakt, Ze j-ty prvok ¢; je 1 a ostatné st nula a vlastnost I' funkcie:
I'(x + 1) = «'(x). Ako vidime, ak mame nejaky odhad « o rozdeleni farieb vo vreci, tak ho
jednoducho pripoditame k meraniam. Ak mame vela dat, tento odhad bude zanedbatelny.

1.5 ZmieSané dirichletove distribticie

Niekedy vieme obsah vreca z ktorého tahdme rozdelit rozdelit do m podvriec (o¢islované od 1 po
m). Ak tahdme z vreca, tak s pravdepodobnostou ¢; tahdme z podvreca t. Pre kazdé podvrece ¢
méame ,odhad” of = (a},al, ..., ak) na rozlozenie farieb. Chceme zistit, aké je rozlozenie farieb
vo vreci a pouzit pri tom tieto odhady ako pseudomerania.

Dostali sme zmieSant distribiciu (mixed distribution):

Pr(0 | at,a?,...,a™) = thD(H | o)
t=1

Dostali sme vektor dat n, ideme vypoéitat Pr(6 | n). Z definicie podmienenej pravdepodobnosti
dostaneme

m m
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lebo Pr(f | af,n) = DO | n + a;). Pr(a’ | n) si odloZzime na neskor. Potrebujeme si vypoéitat
strednti hodnotu HJP ME,
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Mohli by sme u# skondit, ale stdle nepoznadme hodnotu Pr(at|n). Musime si ju odvodit. Skor ne%

budeme pokracovat, pripomenieme si nasledovny vztah:
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Jednoduchou tpravou z neho dostaneme nasledovni rovnost.

_ Z(n+a)
Pr(n|a) = 7Z(a)M(n)

Chceme vypoéitat Pr(a | n). Z Bayesovho vzorca vieme:
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Zhrnutie: Ak mame odhady of = (af, ..., al,) s pravdepodobnostou ¢; a meranie n = (nq, ...

tak farbe 5 ddme v nasom modeli pravdepodobnost

= Z(n+a')/Z(a") n + o
w Z( ST 4 Zn + o)/ Z(a Z')'Zf(lnmaﬁ)




